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Théorème 6: Dénombrement de DLpEq

Soient n P N et q “ pr où p est premier et r P N˚. Soit DLn pFqq l’ensemble des matrices inversibles
diagonalisables de taille n sur Fq. Ou soit E un Fq-espace vectoriel de dimension n. La cardinal
de DLpEq est :

|DLn pEq| “
ÿ

pnkq1ďkďq´1PNq´1

n1`¨¨¨`nq´1“n

|GLn pFqq|

q´1
ź

i“1

|GLni
pFqq|

Démonstration. Soit E un Fq-e.v. de dimension n. On va commencer par décrire les éléments de DLpEq,
puis en faisant agir GLpEq sur un ensemble en bijection avec DLpEq, on déterminera le cardinal cherché.

1. Montrons que DLpEq “ tu P GLpEq { uq´1 “ uu.
On pense raisonnablement à cela car on sait que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

‚ Soit u P DLpEq. Comme u est diagonalisable, son polynôme minimal est scindé simple sur Fq :

µu “
ź

λPSppuq

pX ´ λq.

Comme Sppuq Ă Fˆ
q , puisqu’il est scindé simple : µu |

ź

λPFˆ
q

pX ´ λq “ Xq´1 ´X. Donc uq´1 “ u.

‚ Réciproquement, si uq´1 “ u, alors u admet un polynôme annulateur scindé simple (Xq´1 ´ 1),
donc est diagonalisable.

Par le lemme des noyaux, on a donc :

E “
à

λPFˆ
q

kerpu´ λidq.

2. Dans tout ce qui suit, Ek désignera un sous-espace vectoriel de E.
On note :

F “

#

pEkq1ďkďq´1 : E “

q´1
à

k“1

Ek

+

.

Montrons que E est F ont même cardinal. Pour cela on définit l’application suivante :

φ :
DLn pEq ÝÑ F
u ÞÝÑ pker pu´ λkidqq1ďkďq´1

.

‚ Cette application est bien définie par le lemme des noyaux.
‚ Elle est injective car si φpuq “ φpvq alors @λ P Fˆ

q @x P kerpu ´ λidq “ kerpv ´ λid, on a
upxq “ λx “ vpxq. Mais comme E “

À

Ek, on a donc u “ v.
‚ Elle est surjective car si pEkq P F alors on considère u tel que u|Ek

“ λkidEk
. Alors u P DLpEq

et φpuq “ pEkq

Il en résulte que :

|DLpEq| “ |F |.

Et c’est ce dernier cardinal que l’on va chercher à expliciter grâce à une action bien choisie.
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3. Pour n1, . . . , nq´1 entiers tels que
q´1
ÿ

k“1

nk “ n, on note :

Fpn1,...,nq´1q “

!

pEkq1ďkďq´1 P F : @k P J1, q ´ 1K,dim pEkq “ nk

)

Et on a alors que ces ensembles partitionnent F .

Soit n1, . . . , nq´1 entiers tels que
q´1
ÿ

k“1

nk “ n. On considère l’action suivante :

ψ :
GLpEq ˆ Fpn1,...,nq´1q Ñ Fpn1,...,nq´1q

u , pEkqk ÞÑ pupEkqqk
.

‚ ψ est bien définie car si u P GLpEq et pEkq P Fpn1,...,nq´1q alors E “ upEq et dimpupEkqq “

dimpEkq.
‚ Elle définit bien une action car :

* id ¨ pEkq “ pEkq ;
* pu ˝ vq ¨ pEkq “ pu ˝ vpEkqq “ u ˝ pvpEkqq “ u ¨ pv ¨ Ekqq.

‚ Elle est transitive car si pEkq P Fpn1,...,nq´1q et pFkq P Fpn1,...,nq´1q, alors en considérant des bases
B “ pB1, . . . ,Bq´1q, où Bk est une base de Ek, et C “ pC1, . . . , Cq´1q, où Ck est une base de Fk ; et
u : B ÞÑ C (qui est alors entièrement déterminé et bien défini car les bases ont même cardinal) on a
clairement pFkq “ uppEkqq.

4. Il ne nous reste plus qu’à étudier cette action pour conclure.

Montrons que le stabilisateur de pEkq1ďkďq a pour cardinal
q´1
ź

k“1

|GLnk
pFqq|. En effet :

‚ on a que u P Stab
´

pEkq1ďkďq´1

¯

si et seulement si par définition upEkq Ď Ek pour tout 1 ď k ď

q ´ 1. Mais pour des raisons de dimensions on a même u P Stab
´

pEkq1ďkďq´1

¯

si et seulement si
upEkq “ Ek pour tout 1 ď k ď q´ 1, soit si et seulement si u|Ek

P GLpEkq pour tout 1 ď k ď q´ 1.

Donc Stab
´

pEkq1ďkďq

¯

est en bijection avec les matrices diagonales par blocs dont les blocs ont
pour tailles n1, . . . , nq´1 sont des matrices inversibles. On a donc

ˇ

ˇ

ˇ
Stab

´

pEkq1ďkďq´1

¯
ˇ

ˇ

ˇ
“

q´1
ź

k“1

|GLnk
pFqq|

L’action étant transitive, l’équation aux classes (ou la relation orbite/stabilisateur) donne :

#
`

Fpn1,...,nq´1q

˘

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ
Stab

´

pEkq1ďkďq´1

¯
ˇ

ˇ

ˇ
“ |GLpEq|

c’est-à-dire
#
`

Fpn1,...,nq´1q

˘

“
|GLn pFqq|

śq
i“1 |GLni

pFqq|
.

Et on conclut en utilisant la partition de F .

■
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